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Exercice 1. Soit G un groupe finiment engendré et g1, g2,...,gr des générateurs. Soit H un autre groupe et
¢ : G - H un homomorphisme.

1. Montrer que ¢ est completement déterminé par les images des générateurs g1, go, . . ., gk.
2. Montrer que :

(a) six € G est d’ordre fini p alors l'ordre de ¢(x) divise p;

(b) si H est fini d’ordre n, alors ordre de ¢(z) divise le pged de p et de n.

3. Montrer que si ¢ est un isomorphisme, et si € G est d’ordre fini p, alors 'ordre de ¢(x) est égal a p.

Solution de 1’exercice 1.

1. Notons T = {g1, ..., gx} Pensemble constitué de ces générateurs. Tout élément x de G peut s’écrire sous la forme :

€1 €2

T =059
ot e N*et g;; €', g5 € {—1;1} pour tout j € [1;7]. Mais puisque ¢ : G — H un homomorphisme, on a :

€1 €2

() = (g5 g:2 - 9;7) = ©(9i,) 7 (9in)7 - (94, )7

Par conséquent, si on connait ¢(g) pour tout g € I', on connait ¢(x) pour tout z € G.

2. (a) Six est d’ordre fini p alors p est le plus petit entier n € N* (au sens de la division) tel que 2™ = 1¢, ou lg
désigne I’élément neutre de G, autrement dit tout entier n satisfaisant cette propriété est un multiple de p.
En particulier, 2P = 15 et donc p(2P) = p(z)P = p(lg) = 1g, ol 1y désigne I’élément neutre de H. Mais
alors l'ordre de ¢(x) divise p.

(b) En vertu du théoréme de Lagrange, si H est fini d’ordre n, Pordre de ¢(x) divise n donc combiné avec ce
qui précede, Vordre de ¢(z) divise a la fois p et n, donc divise le pged de p et n.

3. Si ¢ est un isomorphisme et si  est d’ordre fini alors 'ordre de ¢(z) divise 'ordre de x (question 2(a)) et de la
méme maniére pour y = p(x), qui est d’ordre fini, l'ordre de ¢~!(y) = z divise I'ordre de y = o(x). Ainsi, = et
©(z) ont méme ordre.

Exercice 2. Soit G un groupe et I' un systéme de générateurs de G. Soit H un sous-groupe de G.

1. Montrer équivalence : (H < G) < (VgeI' gHg ' =H).

2. Soit ¥ un systeme de générateurs de H.
(a) Soit 2 € G. Montrer 'équivalence : (zHz ' < H) <= (YheX azha~'e€ H).
(b) En déduire I'équivalence : (H < G) < (Vg el VheX ghg'eHetgthge H)

3. On note Z(G) le centre de G : Z(G) = {r e G:Vye G zy = yx}.
(a) Montrer I'équivalence :  (z€ Z(G)) < (Vgel' gz =xg).
(b) Application. On note GL2(Z) le groupe des matrices inversibles & coefficients entiers (muni du produit des

matrices).

i. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que <(cl ), a,b,c,d € Z appartienne & GLy(Z).

d

. . 0 1 0 1 -1 0
ii. Montrer que les matrices (1 0), (1 1) et < 0 _1> engendrent GLo(Z).

iii. Déterminer le centre GLy(Z).
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Solution de 1’exercice 2.

1.

2.

On rappelle la définition de H <« G que 'on utilise :
(%) (H<G) « (VzeG zHxz '=H).
L’implication
(H<G) = (Vgel gHg '=H)
est immédiate : ce n’est qu'un cas particulier du sens direct de () (on ne prend que les éléments de © = g € T).
Pour I'implication réciproque, remarquons que pour a,b € GG on a les implications

(aHa ' =H) = (o 'Ha=H) et (aHa'=H et bHb '=H) = (abH(ab) ' = H).

Comme tout élément z € G est un produit d’éléments de I' ou de leurs inverses, une simple récurrence sur le
nombre de facteurs dans ce produit nous donne :

(Vgel gHg™'= H) = (Vzed gHg™ ' = H) = (H<QG).
(a) L’implication
(zHz ' c H) = (YheX zha™'€H)
est évidente.
Pour l'implication réciproque, remarquons que pour aj,as € G et e1,e0 € {—1,1} on a :

g1 €2 .—1

raitax = (vajx ) (zagx)e2

Comme tout élément de H s’écrit comme produit d’éléments de H et de leurs inverse, une simple récurrence
sur le nombre de facteurs dans ce produit nous donne :

(VheY zhr'eH) = (YVheH xzha'eH) = (zHz 'c H).

Remarque. Attention, on n’obtient pas 1’égalité. Pour avoir I’égalité, il faudrait que 2~ 'Hx < H donc
remplacer z par ! mais x est fixé! Cependant, si z est d’ordre fini p alors on a 'égalité car ! = 2P~!
et

(tHr ' c H) = (VkeN* 2*Hz*c H) — (2’ 'Hz'"Pc H) — (H c zHz™').

(b) On cumule les résultats des deux questions précédentes :
(H<G) < (VzeG zHx '=H)
— (VmeF a:Hx_le)
— (Vxel" ctHx ' c H et x_lHa:CH)
— (VIEEF VheY zhr'eH et xilher)
(a) L’implication
(e Z(G)) = (VgeI' gz =uxg)

est évidente.

On remarque que si xa = ax et xb = bz alors za~! = a~'x et zab = abxr. Comme tout élément g € G est

un produit d’éléments de I' ou de leurs inverses, une simple récurrence sur le nombre de facteurs dans ce
produit nous donne :

(Vgel' gz =12g) = (Vae G ax=uza) = (z€Z(G)).
(b) Soit A € GL2(Z) < GL2(R). Alors A est inversible donc :
det AeZ* et A 'eGLy(Z) donc det(A™') = (det A)~'eZ*.

Ainsi det A € {—1;1}. Autrement dit, si A = (i Z), a,b,c,d € Z est dans GLo(Z) alors ad — be e {—1,1}.

Réciproquement, si ad — bc € {—1,1} 'inverse de A est + (_dc _ab> qui est bien dans GLy(Z).
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(¢c) Onnote E = ( 0) la matrice identité. Les trois matrices S = (0 1), T= (0 1) et —F = <_01 0 )

1

0 1 10 11 -1
ont pour déterminants respectifs —1, —1 et 1 donc sont dans GLs(Z). En outre, S et —F sont d’ordre 2,
donc égales a leur inverse. Considérons les matrices suivantes construites a partir de S et T :

1 (-1 1 o (11 e (10 o 1er (1 0
T —<1 0) U.—ST—(O 1> L.—TS—(1 1> F:=UST SL_(O _1>

Alors pour tout n € Z les matrices suivantes (calculées par récurrence sur |n|) et leurs opposées (toutes
engendrées par S, T et —F) sont les seules matrices de GLa(Z) qui ont un coefficient nul :

w (1 0\ . (10 n (01 n_(n 1

S O B I R () B O

n (1 n np (10 w (0 —1 wp (n =1
FU-(O _1> LF-(n _1> SFU—<1 n) SLF—(l 0)

b

)
sont dans {—1,1} et si b =0 ou ¢ = 0 alors a et d sont dans {—1,1}.

En effet, si A = ch a,b,c,d € Z est dans GLy(Z) alors ad —bc = +1. Sia =0 oud = 0 alors b et ¢

Supposons maintenant abed # 0. Quitte & multiplier A par F' & gauche et/ou & droite, on peut supposer
que ad —bc =1 et ¢ > 0. En vertu du lemme de Bézout, a et ¢ sont premiers entre eux. Si on fait la division
euclidienne de a par c, il existe des entiers q; € Z et ry tels que a = g1c + 71 avec 0 < r1 < ¢, avec ¢ et rq
premiers entre eux. Alors :

_ 0 1 a b c b
q1
SU T A = (1 Q1> (C d) = <T1 dl) avec by =det dy =b—qid

On voit s’amorcer I'algorithme d’Euclide : en itérant le processus
a=qc+nr Cc=(qor1 + 72 r1 = q3ry + 13 cer Tpe2 =QpTp—1 +1
autrement dit si on pose ¢ = rq, il existe des entiers ¢o, ..., q, et ro,...7, tels que
rn=1 et Vie[l,n] ri-1=q1ri+7riz1 et 0<r;1 <r; (division de r;_1 par r;)

(récurrence sur k > max{|al, c¢}). Il vient alors :

(SU==1) [(SU™) ... (SU~4)(SU~")A] = (‘1) ! ) (“1—1 g) _ G) B—fn_l 5) € GLs(Z)

—Tn—1

avec (3,0 € Z. Nécessairement, compte tenu de ce qui précede § —r,—19 € {—1;1}. Précisément S —r,_10 =
(—=1)™ puisque det A = 1 donc :

1 5 15 n
(0 5—rn15) - (0 (—1)”+1) = e,

A=UvSU® .. SUMSU™1SF"U° € (S, T, —FE).

Par conséquent

Exercice 3. Pour un entier n > 2, on note S, le groupe des permutations de {1,2,...,n}.

1. On considére n = 3. On note t = (12) et ¢ = (123). Exprimer tous les éléments de S3 en fonction de t et ¢ et
déterminer le sous-groupe dérivé [Ss, Ss].

2. On considére n > 3. On note t = (12) et ¢ = (123 ... n).
(a) Montrer que I' = {t, ¢} est un systéme de générateurs de S,,.
(b) Déterminer le sous-groupe H de S,, engendré par les commutateurs des éléments de T'.

(¢) Le sous-groupe dérivé [S,,, S, ] est-il égal & H ?
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Solution de 1’exercice 3.

1. Remarquons que id = t? = ¢, ¢ = (321). De plus :

cot=(123)(12)=(13) = (12)(321) =toc?
toc=(12)(123)=(23)=(321)(12) =c?ot

donc S3 = {id, c,c?,t,cot,c? ot} est le groupe diédral. Les seuls commutateurs éventuellement non triviaux sont
[c,t], [¢%,t], [c,cot],[c?,cot], [cot,t] et leurs inverses.

[c,t] = [cot,t] = [¢?t] = [c,cot] = [*,cot] =¢

donc [S3,S3] = {c).
2. On suppose n > 4.

(a)

On rappelle que les transpositions forment un systeme de générateurs de S,, : on procede par récurrence

sur n. C’est évident pour n = 2. Soit 0 € S,,.

— Si o fixe n, on peut la voir comme une permutation dans S,,_1 et on applique I’hypotheése de récurrence.

— Sio(n) =k # n alors (kn)o = ¢’ fixe n. On applique 'hypothése de récurrence a ¢’ et on remarque
que o = (kn)o’'.

Ce qui montre I’hérédité de la proposition. Ainsi cette proposition est vraie pour tout n > 2.

En outre si p et ¢ sont deux entiers distincts de [1;n], alors (1p)(1¢)(1p) = (pq) donc S,, est engendrée
par les transpositions (1 k) k € [2;n].

D’autre part pour p dans [1;n — 1],
(Ip+1)=(12)23)...(p—1p)ppr+)p—1p)(p—2p—1)---(23)(12)

(récurrence sur p) donc les transpositions (pp + 1) engendrent S,,.
Enfin, (pp+1) = "L otoc ™+ donc c et t engendrent S,,.
[c,t] =cotoctot=(23)(12) =(123)et [t,c] =[c,t] 1 =(123)%> =(321) donc

H ={(123))=1{id,(123),(321)} sous-groupe isomorphe & Z/3Z.
On peut remarquer que (124) ¢ H et pourtant (124) = (421)% = (42)(21)(42)(21) € [Sp,Sn]. Précisé-

ment, le sous-groupe dérivé de S, est A,, (sous-groupe des permutations de signature 1, engendré par les
3-cycles) qui est d’ordre 2 # 3 .
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