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Exercice 1. Soit G un groupe finiment engendré et g1, g2, . . . , gk des générateurs. Soit H un autre groupe et
ϕ : GÑ H un homomorphisme.

1. Montrer que ϕ est complètement déterminé par les images des générateurs g1, g2, . . . , gk.
2. Montrer que :

(a) si x P G est d’ordre fini p alors l’ordre de ϕpxq divise p ;
(b) si H est fini d’ordre n, alors l’ordre de ϕpxq divise le pgcd de p et de n.

3. Montrer que si ϕ est un isomorphisme, et si x P G est d’ordre fini p, alors l’ordre de ϕpxq est égal à p.

Solution de l’exercice 1.
1. Notons Γ � tg1, . . . , gku l’ensemble constitué de ces générateurs. Tout élément x de G peut s’écrire sous la forme :

x � gε1
i1
gε2
i2
� � � gεr

ir

où r P N� et gij P Γ, εj P t�1; 1u pour tout j P v1; rw. Mais puisque ϕ : GÑ H un homomorphisme, on a :

ϕpxq � ϕpgε1
i1
gε2
i2
� � � gεr

ir
q � ϕpgi1q

ε1ϕpgi2q
ε2 � � �ϕpgir q

εr .

Par conséquent, si on connaît ϕpgq pour tout g P Γ, on connaît ϕpxq pour tout x P G.
2. (a) Si x est d’ordre fini p alors p est le plus petit entier n P N� (au sens de la division) tel que xn � 1G, où 1G

désigne l’élément neutre de G, autrement dit tout entier n satisfaisant cette propriété est un multiple de p.
En particulier, xp � 1G et donc ϕpxpq � ϕpxqp � ϕp1Gq � 1H , où 1H désigne l’élément neutre de H. Mais
alors l’ordre de ϕpxq divise p.

(b) En vertu du théorème de Lagrange, si H est fini d’ordre n, l’ordre de ϕpxq divise n donc combiné avec ce
qui précède, l’ordre de ϕpxq divise à la fois p et n, donc divise le pgcd de p et n.

3. Si ϕ est un isomorphisme et si x est d’ordre fini alors l’ordre de ϕpxq divise l’ordre de x (question 2(a)) et de la
même manière pour y � ϕpxq, qui est d’ordre fini, l’ordre de ϕ�1pyq � x divise l’ordre de y � ϕpxq. Ainsi, x et
ϕpxq ont même ordre.

Exercice 2. Soit G un groupe et Γ un système de générateurs de G. Soit H un sous-groupe de G.
1. Montrer l’équivalence : pH � Gq ðñ

�
@g P Γ gHg�1 � H

�
.

2. Soit Σ un système de générateurs de H.
(a) Soit x P G. Montrer l’équivalence : pxHx�1 � Hq ðñ

�
@h P Σ xhx�1 P H

�
.

(b) En déduire l’équivalence : pH � Gq ðñ
�
@g P Γ @h P Σ ghg�1 P H et g�1hg P H

�
.

3. On note ZpGq le centre de G : ZpGq � tx P G : @y P G xy � yxu.
(a) Montrer l’équivalence :

�
x P ZpGq

�
ðñ

�
@g P Γ gx � xg

�
.

(b) Application. On note GL2pZq le groupe des matrices inversibles à coefficients entiers (muni du produit des
matrices).

i. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que
�
a b
c d



, a, b, c, d P Z appartienne à GL2pZq.

ii. Montrer que les matrices
�

0 1
1 0



,
�

0 1
1 1



et

�
�1 0
0 �1



engendrent GL2pZq.

iii. Déterminer le centre GL2pZq.
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Solution de l’exercice 2.
1. On rappelle la définition de H � G que l’on utilise :

p�q pH � Gq ðñ
�
@x P G xHx�1 � H

�
.

L’implication
pH � Gq ùñ

�
@g P Γ gHg�1 � H

�
est immédiate : ce n’est qu’un cas particulier du sens direct de p�q (on ne prend que les éléments de x � g P Γ).
Pour l’implication réciproque, remarquons que pour a, b P G on a les implications

paHa�1 � Hq ùñ pa�1Ha � Hq et paHa�1 � H et bHb�1 � Hq ùñ pabHpabq�1 � Hq.

Comme tout élément x P G est un produit d’éléments de Γ ou de leurs inverses, une simple récurrence sur le
nombre de facteurs dans ce produit nous donne :

p@g P Γ gHg�1 � H
�
ùñ p@x P G gHg�1 � H

�
ùñ pH � Gq.

2. (a) L’implication
pxHx�1 � Hq ùñ

�
@h P Σ xhx�1 P H

�
est évidente.
Pour l’implication réciproque, remarquons que pour a1, a2 P G et ε1, ε2 P t�1, 1u on a :

xaε1
1 a

ε2
2 x

�1 � pxa1x
�1qε1pxa2x

�1qε2

Comme tout élément de H s’écrit comme produit d’éléments de H et de leurs inverse, une simple récurrence
sur le nombre de facteurs dans ce produit nous donne :

p@h P Σ xhx�1 P Hq ùñ p@h P H xhx�1 P Hq ùñ pxHx�1 � Hq.

Remarque. Attention, on n’obtient pas l’égalité. Pour avoir l’égalité, il faudrait que x�1Hx � H donc
remplacer x par x�1 mais x est fixé ! Cependant, si x est d’ordre fini p alors on a l’égalité car x�1 � xp�1

et
pxHx�1 � Hq ùñ p@k P N� xkHx�k � Hq ùñ pxp�1Hx1�p � Hq ùñ pH � xHx�1q.

(b) On cumule les résultats des deux questions précédentes :

pH � Gq ðñ
�
@x P G xHx�1 � H

�
ðñ

�
@x P Γ xHx�1 � H

�
ðñ

�
@x P Γ xHx�1 � H et x�1Hx � H

�
ðñ

�
@x P Γ @h P Σ xhx�1 P H et x�1hx P H

�
3. (a) L’implication �

x P ZpGq
�
ùñ

�
@g P Γ gx � xg

�
est évidente.
On remarque que si xa � ax et xb � bx alors xa�1 � a�1x et xab � abx. Comme tout élément g P G est
un produit d’éléments de Γ ou de leurs inverses, une simple récurrence sur le nombre de facteurs dans ce
produit nous donne : �

@g P Γ gx � xg
�
ùñ

�
@a P G ax � xa

�
ùñ

�
x P ZpGq

�
.

(b) Soit A P GL2pZq � GL2pRq. Alors A est inversible donc :

detA P Z� et A�1 P GL2pZq donc detpA�1q � pdetAq�1 P Z�.

Ainsi detA P t�1; 1u. Autrement dit, si A �

�
a b
c d



, a, b, c, d P Z est dans GL2pZq alors ad� bc P t�1, 1u.

Réciproquement, si ad� bc P t�1, 1u l’inverse de A est �
�
d �b
�c a



qui est bien dans GL2pZq.
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(c) On note E �

�
1 0
0 1



la matrice identité. Les trois matrices S �

�
0 1
1 0



, T �

�
0 1
1 1



et �E �

�
�1 0
0 �1




ont pour déterminants respectifs �1, �1 et 1 donc sont dans GL2pZq. En outre, S et �E sont d’ordre 2,
donc égales à leur inverse. Considérons les matrices suivantes construites à partir de S et T :

T�1 �

�
�1 1
1 0



U :� ST �

�
1 1
0 1



L :� TS �

�
1 0
1 1



F :� UST�1SL �

�
1 0
0 �1




Alors pour tout n P Z les matrices suivantes (calculées par récurrence sur |n|) et leurs opposées (toutes
engendrées par S, T et �E) sont les seules matrices de GL2pZq qui ont un coefficient nul :

Un �

�
1 n
0 1



Ln �

�
1 0
n 1



SUn �

�
0 1
1 n



SLn �

�
n 1
1 0




FUn �

�
1 n
0 �1



LnF �

�
1 0
n �1



SFUn �

�
0 �1
1 n



SLnF �

�
n �1
1 0




En effet, si A �

�
a b
c d



, a, b, c, d P Z est dans GL2pZq alors ad � bc � �1. Si a � 0 ou d � 0 alors b et c

sont dans t�1, 1u et si b � 0 ou c � 0 alors a et d sont dans t�1, 1u.
Supposons maintenant abcd � 0. Quitte à multiplier A par F à gauche et/ou à droite, on peut supposer
que ad� bc � 1 et c ¡ 0. En vertu du lemme de Bézout, a et c sont premiers entre eux. Si on fait la division
euclidienne de a par c, il existe des entiers q1 P Z et r1 tels que a � q1c � r1 avec 0   r1   c, avec c et r1
premiers entre eux. Alors :

SU�q1A �

�
0 1
1 �q1


�
a b
c d



�

�
c b1
r1 d1



avec b1 � d et d1 � b� q1d

On voit s’amorcer l’algorithme d’Euclide : en itérant le processus

a � q1c� r1 c � q2r1 � r2 r1 � q3r2 � r3 . . . rn�2 � qnrn�1 � 1

autrement dit si on pose c � r0, il existe des entiers q2, . . . , qn et r2, . . . rn tels que

rn � 1 et @i P v1, nw ri�1 � qi�1ri � ri�1 et 0   ri�1   ri (division de ri�1 par ri)

(récurrence sur k ¥ maxt|a|, cu). Il vient alors :

pSU�rn�1q
�
pSU�qnq . . . pSU�q2qpSU�q1qA

�
�

�
0 1
1 �rn�1


�
rn�1 β

1 δ



�

�
1 δ
0 β � rn�1δ



P GL2pZq

avec β, δ P Z. Nécessairement, compte tenu de ce qui précède β� rn�1δ P t�1; 1u. Précisément β� rn�1δ �
p�1qn puisque detA � 1 donc :

�
1 δ
0 β � rn�1δ



�

�
1 δ
0 p�1qn�1



� Fn�1U δ.

Par conséquent
A � Uq1SUq2 . . . SUqnSUrn�1SFn�1Uδ P xS, T,�Ey.

Exercice 3. Pour un entier n ¥ 2, on note Sn le groupe des permutations de t1, 2, . . . , nu.
1. On considère n � 3. On note t � p1 2q et c � p1 2 3q. Exprimer tous les éléments de S3 en fonction de t et c et

déterminer le sous-groupe dérivé rS3,S3s.
2. On considère n ¡ 3. On note t � p1 2q et c � p1 2 3 . . . nq.

(a) Montrer que Γ � tt, cu est un système de générateurs de Sn.
(b) Déterminer le sous-groupe H de Sn engendré par les commutateurs des éléments de Γ.
(c) Le sous-groupe dérivé rSn,Sns est-il égal à H ?
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Solution de l’exercice 3.
1. Remarquons que id � t2 � c3, c2 � p3 2 1q. De plus :

c � t � p1 2 3qp1 2q � p1 3q � p1 2qp3 2 1q � t � c2

t � c � p1 2qp1 2 3q � p2 3q � p3 2 1qp1 2q � c2 � t

donc S3 � tid, c, c2, t, c � t, c2 � tu est le groupe diédral. Les seuls commutateurs éventuellement non triviaux sont
rc, ts, rc2, ts, rc, c � ts,rc2, c � ts, rc � t, ts et leurs inverses.

rc, ts � rc � t, ts � c2 rc2, ts � rc, c � ts � rc2, c � ts � c

donc rS3,S3s � xcy.
2. On suppose n ¥ 4.

(a) On rappelle que les transpositions forment un système de générateurs de Sn : on procède par récurrence
sur n. C’est évident pour n � 2. Soit σ P Sn.
— Si σ fixe n, on peut la voir comme une permutation dans Sn�1 et on applique l’hypothèse de récurrence.
— Si σpnq � k � n alors pk nqσ � σ1 fixe n. On applique l’hypothèse de récurrence à σ1 et on remarque

que σ � pk nqσ1.
Ce qui montre l’hérédité de la proposition. Ainsi cette proposition est vraie pour tout n ¥ 2.
En outre si p et q sont deux entiers distincts de v1;nw, alors p1 pqp1 qqp1 pq � pp qq donc Sn est engendrée
par les transpositions p1 kq k P v2;nw.
D’autre part pour p dans v1;n� 1w,

p1 p� 1q � p1 2qp2 3q . . . pp� 1 pqpp p� 1qpp� 1 pqpp� 2 p� 1q � � � p2 3qp1 2q

(récurrence sur p) donc les transpositions pp p� 1q engendrent Sn.
Enfin, pp p� 1q � cp�1 � t � c�p�1 donc c et t engendrent Sn.

(b) rc, ts � c � t � c�1 � t � p2 3qp1 2q � p1 2 3q et rt, cs � rc, ts�1 � p1 2 3q2 � p3 2 1q donc

H � xp1 2 3qy � tid, p1 2 3q, p3 2 1qu sous-groupe isomorphe à Z{3Z.

(c) On peut remarquer que p1 2 4q R H et pourtant p1 2 4q � p4 2 1q2 � p4 2qp2 1qp4 2qp2 1q P rSn,Sns. Précisé-
ment, le sous-groupe dérivé de Sn est An (sous-groupe des permutations de signature 1, engendré par les
3-cycles) qui est d’ordre n!

2 � 3 .
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