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Licence 3 Mathématiques 8h-10h

Examen Partiel d’Algebre 2

Exercice 1 (Questions de cours)
1. Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Enoncer et démontrer le théoréme de Lagrange.

2. On note G/H V’ensemble des classes & gauche modulo H. Donner une condition nécessaire et suffisante sur H
pour que la structure de groupe de G induise une structure de groupe sur le quotient G/H. Démontrer votre
affirmation.

3. Démontrer que le centre Z(G) d’un groupe G est un sous-groupe distingué de G.

Réponse.

1. Le théoréeme de Lagrange nous dit que pour un groupe fini G, 'ordre |H| de H divise 'ordre |G| de G.
Plus précisément, la relation « modulo H a gauche » définie par :

(rRy) — (x 'ye H) < (yczH)

est une relation d’équivalence et le cardinal card(G/H) de l'ensemble G/H des classes d’équivalence (dites

classes a gauche modulo H) satisfait :
|G| = card(G/H) x |H].
|

On note alors [G : H] le nombre entier card(G/H) = % et on I'appelle I'indice de H dans G.
Démonstration.

La relation R est une relation d’équivalence :

— I’élément neutre 14 de G est dans H, donc la relation est réflexive ;

— H est stable par passage a 'inverse : Vo,y € G (¢~ 'y € H) = (y~'z € H) donc R est symétrique;
— H est stable par produit : Vo,y,2 € G (z 'y€ Hety '2€ H) = (x7'2€ H) donc R est transitive.
Les classes d’équivalence forment une partition de G, sont de la forme ©H = {zy : y € H} pour x € G, et sont
toutes en bijection avec H : les applications de multiplication & gauche par = et x~!

ge: G — G ot ge—1: G — G
y — g(y)=uay y — gea(y)=a"ly

sont inverses ['une de 'autre donc bijectives et g, envoie H sur xH. Par conséquent, toutes les classes a gauche
ont le cardinal [H| de H et ainsi, si G est fini, |G| = card(G/H) x |H]|.

Remarque : on peut remplacer la la relation « modulo H a gauche » par la relation « modulo H a droite ».
On a alors une bijection entre les classes a gauches et les classes a droite.

2. Pour que la structure de groupe de G induise une structure de groupe sur le quotient G/H, il faut et il suffit

que H soit un sous-groupe distingué de G.

Démonstration.

Remarquons au préalable que pour tout h € H, hH = H et que HH = {hh/ : h,h' € H} = H.

— Supposons que G induise une structure de groupe sur le quotient G/H. Soient x,y € G. Alors tHyH = zH
pour un z € G. On doit donc avoir xyh = z pour un certain h € H et donc tHyH = xyhH = xyH. Mais
ceci implique en particulier, pour tout « € G, que tHa 'H = 2z~ 'H = H, c’est & dire tHxz~' = H. Donc
H doit-étre un sous-groupe distingué de G.

— Réciproquement, si H est un sous-groupe distingué de G, pour tous z,y € G, tHyH = xy(y 'Hy)H = xyH
donc le produit de deux classes a gauche est une classe a gauche. Il est immédiat de voir que ce produit est
associatif en raison de l'associativité du produit dans G, que H est élément neutre et que 'inverse de x H
est 271 H. Donc G induit une structure de groupe sur le quotient G/H.

3. Le centre Z(G) = {z € G : Vx € G zx = xz} est bien un sous-groupe de G :
— 1g € Z(G), car 1¢ commute avec tous les éléments de G';
— 8l 21,29 € Z(G) alors pour tout € G (z122)x = 21229 = x(2122) donc 2129 € Z(G);
— si z € Z(G) alors pour tout z € G z7lz = (z712) " = (227 1) = 2271 donc 27! € Z(G).
Soit z € Z(G). Pour tout = € G, xz = zz donc zzz~! = 2 € Z(G). Ainsi Z(G) est un sous-groupe distingué de
G.

Exercice 2 (Petites questions indépendantes vue en TD)



1
2
3
4

. Montrer que tout groupe d’ordre p premier est un groupe cyclique.
. Soit G un groupe tel que tout élément différent de 15 est d’ordre 2. Démontrer que G est abélien.
. Soient G un groupe et H un sous groupe de G d’indice 2. Démontrer que H est distingué dans G.

. Soit G un groupe d’ordre 2n. Montrer qu’il a un élément d’ordre 2.

Réponse.

1

. Soit G un groupe d’ordre p premier et a € G \ {1¢}. D’aprés le théoréme de Lagrange, Pordre du sous-groupe
< a>={a":n €7Z} engendré par a divise p (et est différent de 1), donc est égal & p. Donc < a >= G : il est
donc cyclique.

Soient a,b € G. Alors (ab)? = 1g = abab, et a®> = b?> = 1. D’ott ab = a(abab)b = ba. Ainsi tous les éléments
commutent deux a deux, autrement dit GG est abélien.

Rappelons qu’'un sous-groupe H de G est distingué dans G si et seulement si les classes a gauche modulo H
sont aussi les classes a droite. Si H est d’indice 2, alors il y a deux classes a gauche modulo H dont I'une est
H, et donc l'autre classe est nécessairement G\ H. Mais il en est de méme pour les classes a droite. Donc H
est un sous-groupe distingué de G.

. Soit G un groupe d’ordre 2n. Supposons que G ne posséde pas d’élément d’ordre 2. Alors pour tout z € G\{1g}
x # 1. On peut donc partitionner G \ {15} en paires {x, 271} ce qui implique que |G| — 1 = 2n — 1 est pair,
d’ott une contradiction. Donc G posséde au moins un élément d’ordre 2 (et méme un nombre impair d’éléments
d’ordre 2).

Exercice 3 (Normalisateur)
Soit G' un groupe et H un sous-groupe de G. On appelle normalisateur de H dans G et on le note N(H) ’ensemble

Ll o

NH)={zeG:aHa " =H}.

Montrer que A (H) est un sous-groupe de G contenant H.
Montrer que H est un sous-groupe distingué de N'(H). Que peut-on dire de H si N(H) = G?
Montrer que Z(G) C N(H).

Soit K un sous-groupe de G qui contient H et tel que H est distingué dans K. Montrer que K C N(H) et en
déduire que N (H) est le plus grand sous-groupe de G dans lequel H est distingué.

Réponse.

1

. 1lg e N(H), et si x,y € N(H),
(xH:J:_1 =HetyHy ' = H) = (ocyH(;vy)_l = a(yHy Nzt = xH;v_l)

(:er_l = H) == (x_le = H)
donc zy et 27! sont dans H donc N(H) est un sous-groupe de G. De plus, si h € H, hHh~' = H donc
H C N(H).
. Par définition, pour tout z € N(H), on a 2Hz~' = H donc H est distingué dans N(H). Evidemment,
N(H) = G si et seulement si H est distingué dans G.
Si z € Z(G) alors pour tout h € H, zha~* = h donc zHz~! = H et donc z € Z(G). Ainsi Z(G) C N(H).

Si H est un sous-groupe distingué de K, alors pour tout x € K, zHz~! = H, donc x € N(H). Par conséquent,
K Cc N(H). Ainsi N (H) contient tous les sous-groupes de G qui contiennent H et dans lesquels H est distingué,
et N(H) vérifie lui méme cette propriété. Donc c¢’est le plus grand sous-groupe de G dans lequel H est distingué.

Exercice 4 (Un dréle d'automorphisme)
Soit G un groupe. On suppose qu’il existe un entier n > 2 tel que 'application f : G — G définie pour x € G par

f(z)
1
2

= 2™ est un automorphisme de G.
. Montrer que pour tous x,y dans G, il existe un unique z € G tel que y = z2".

. Montrer alors que 2" 'y = x(zz) "z~ 1.

3. En déduire que pour tout z € G on a 2"~ € Z(G).

Réponse.



1.

2.

3.

f est un automorphisme donc est surjectif. Soient x,y dans G. Alors il existe z € G tel que ¢(z) = 2" = a7 1y,
c’est a dire y = x2".
Comme ¢ est un homomorphisme

n—2 1

vz = x(z2)" 'z = x(za)" zar!

n

2"y = 2" = p(x)p(2) = p(x2) = (22)" = r2(22) -1

=z(zx)"x

1 —1 n . .n—1

Ona 2" 1y = 2(za)"z7 ! = zp(za)r~! = 2p(2)p(x)z™! = 2"2" ! = ya"~ 1. Or z et y sont choisis arbitrai-
rement donc pour tout z € G, 2"~ ! € Z(G).

Exercice 5 (Groupe de matrices)
On considére G le sous-ensemble de GL3(R) donné par

a b ¢
G= 0 a' d |:acR* bec,deR
0 0 1
et H et K les sous-ensembles de G définis par
a 0 0 1 b ¢
H= 0 a! 0 ]|:aeR" K= 0 1 d )]:bc,deR
0 0 1 0 0 1

=W NN =

5.
6.
7.

Montrer que G est un sous-groupe de GL3(R);

Montrer que H et K sont deux sous-groupes de G et que HK = G.
Calculer ABA™! et ABA™'B~! pour A € H et B € K.

En déduire que

(a) K est distingué dans G ;

(b) K est un sous-groupe du groupe dérivé D(G) de G.

Montrer que le groupe quotient G/K est abélien, isomorphe a (R*, x).
En déduire que K = D(G).

Déterminer le centre de Z(G) de G.

Réponse.

1.

Méthode douce. La matrice identité est dans G. Le produit A; Ay de deux matrices triangulaires supérieures Ay
et A, est une matrice triangulaire supérieure, dont les termes diagonaux sont les produits des termes diagonaux
correspondants de A; et As. Il s’ensuit que que G est stable par produit. L’inverse Afl d’une matrice triangulaire
supérieure A; est une matrice triangulaire supérieure, dont les termes diagonaux sont les inverses des termes
diagonaux de A;. Il s’ensuit que que G est stable par inverse, et donc c¢’est un sous groupe de G.

Méthode calculatoire. La matrice identité est dans G et pour (ay,by,c1,d;1) et (az,ba, ca,dz) dans R* x R? on

a1 bl C1 a9 b2 Co a1an a1b2 + b1a2_1 b1d2 +ajco + ¢
0 afl dy 0 a;l do | = 0 (alag)_l dgafl + dy €eg
0 0 1 0 0 1 0 0 1
et
a b e\ ayt —by bidy —crayt
0 afl dq = 0 aq —a1d; €g
0 0 1 0 0 1

Ce qui prouve que G est un sous-groupe de GL3(R).

L’identité est dans H et K et dans les calculs de la question précédente,

(a) en prenant by = ¢; = dy = by = ¢o = da = 0, on prouve que H est un sous groupe de G;
(b) en prenant a; = ay = 1, on prouve que K est un sous groupe de G ;

(¢) enprenant ay =a#0,b1 =c; =d; =0, a2 =1, by = 3,02 = %bd et do = ad, on obtient la matrice

a b c
0 a ' d
0 0 1

ce qui prouve que HIC = G. Autrement dit, H U K est un systeme de générateurs de G.



3. Soient Aec Het Be K :

a 0 O 1 b ¢
A= 0 a ' 0 B = 0 1 d
0 0 1 0 0 1
Alors
1 a?b  ac 1 a?b—b —a?bd+bd+ ac—c
ABA™'=1[(0 1 da ! ABA™'B7t= |0 1 da' —d
0 O 1 0 0 1

4. (a) Comme H et K sont des sous-groupes et que G = HK, pour montrer que K < G il suffit de montrer que
toute conjuguée d’'une matrice de B € K par une matrice de A € H est encore dans I : c’est bien le cas
puisque ABA™! € H.

(b) Soit (z,y,2z) € R®. On choisit a =2, b=2%, c=y—2zz, d=—2z Alors
1 =z y
0 1 z|=ABA'BteD(G)
0 0 1

Donc K C D(G).

5. Le quotient G/K est formé des classes d’équivalence de matrices A € H : en effet, comme G = HK, toute
matrice de G est dans [A] = A pour un certain A € H. On en déduit l'isomorphisme (évidemment bijectif) :

»: R* — G/K

a 0 0
a NN 0 afl 0 <I>(a1 X ag) = @(al)fb(ag)
0 0 1
car
a1a9 0 0 ap 0 0 a2 0 0 a1 0 0 a9 0 0
0 (ajag)™! =110 a* 00 a3yt Of[=1{[0 a' O 0 a;’ 0
0 0 1 0 0 1/\0 0 1 0 0 1 0 0 1

Donc G/K est isomorphe a (R*, x) donc est abélien.
6. Comme G/KC est abélien, D(G) C K et donc, avec 4.(b), D(G) = K.

r Yy oz
7. Une matrice du centre Z(G) doit commuter avec toute matrice de H. Fixons X = | 0 a~! t | € Z(G).
0 0 1
Pour tout a € R*, X satisfait :
T Yy =z a 0 0 Ty a0 0 r a’y az
0 z7! t|=(0 ot 0 2=t ¢ 0 a 0)=10 27! ta?!
0 © 0 0 1 0 o0 1 0 01 0 0 1

Si a # 1 on a nécessairement y = z = t = 0 donc X € H. Or le calcul de ABA™! de la question 3 nous dit
que la seule matrice de H qui commute avec toutes les matrices de K est I'identité. Donc Z(G) est réduit a
Iidentité.



