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Notations. On désigne par A la mesure de Lebesgue sur R et Ay la mesure de Lebesgue sur R2.
EXERCICE 1.  Soit f : Ry — R une fonction intégrable par rapport A. Etablir les égalités suivantes en justifiant
lexistence de chaque intégrale et les passages a la limite :

n—1
1. lim I@ @ = [ f@di@) 2 lm @) 43 () = / D ().
n—-+4oo [O;Jroo[ 1 + xrn [0;1] n—-+4o0o [O;+OO[ 1 + x"n [1;«‘,»00] X

Réponse. Posons f,(z) = L;"l et gn(z) = 2" f,(2). Pour tout # € R et tout n € N*, on a les majorations :

() |fu(@)] < |f(2)] et (%) |gn(x)| < |f(x)]. D’ou lintégrabilité de f, et g, sur Ry. De plus, pour = > 1,
|@\ < |f(z)|. Donc toutes les fonctions sont intégrables. Enfin on a les limites suivantes :

fule), > f@1p@ + 110 @ ) — TP+ My,

()

En vertu des dominations (x) et (x*) on peut appliquer le théoréme de convergence dominée a f,, et g, ce qui
nous donne les limites attendues.

EXERCICE 2. Soient g : R% x R, — R définie par g(t,z) = % et, pour z > 0, G(x) = / g(t,x) dA(t).
Ry
1. Etablir pour tout u >0onal—e ™ < u.

2. Montrer que G est définie et continue sur R .
(Indication : on pourra utiliser la question 1 et étudier successivement lescas0 < a <z <letl<zx<b< +oo)

3. En justifiant vos propos, montrer que G est €' et calculer sa dérivée.
4. En déduire la valeur de G.

Réponse.
1. Pour u > 0 on a e~ < 1 done en intégrant sur [0; u] pour u > 0, il vient 1 — e~ < w.

2. La fonction g est continue sur R% x R* donc mesurable par rapport a la variable d’intégration ¢ € R et
continue par rapport au parametre x € R’ . En outre en utilisant 'inégalité de la question 1, pour tous a
et btelsque 0 <a<1l<betteR]

siz€fa;1]0< e ™ —e t < (1—a)te ™ < (1—a)te”* donc |g(t,z)| < (1 —a)e *;
size[l;0]0<et—e ™ < (x—1)te”" < (b—1)te"" donc |g(t,z)| < (b—1)e "
Comme les deux fonctions t — (1 —a)e™ % et t — (b — 1)e~* sont intégrables sur R, on peut appliquer
le théoréme de continuité des intégrales & parametre : la fonction G est donc définie et continue sur [a; b]
pour tous a et b tels que 0 < a <1 < b donc sur R .
3. La fonction g est € sur R x R%, et pour (¢t,z) € R% x R%, g—g(t,x) = e ', Ainsi :

0
Va >0 Ve >aVteRY Oﬁa—i(t,x):efmge*m

La fonction ¢t — e~ '@ étant intégrable sur R%, le théoréme de dérivation des intégrales a parametre

s’applique G est ¢! sur [a; +oo[ pour tout a > 0 donc sur R* de dérivée :

G'(x) = /]R e dt = l

* xT
T

4. On obtient immédiatement : pour tout z € R}, G(z) =Inz + G(1) = Inz.



EXERCICE 3. Les questions 1 et 2 peuvent étre traitées indépendamment 1’une de P’autre.

1
On considere le triangle 7' = {(z,y) € R?: 0 <y < 2 < 1} et on pose [ = / T—on dXa(z,y).
Tl —TY

In(1 — 22
1. (a) Au moyen d’un théoréme du cours que 'on précisera, montrer que [ = — / ¥ dA(z) puis

J0;1] z
que I e R,

(b) Donner le développement en série entiére de x +— In(1 — x2?) au voisinage de 0, en précisant le rayon
de convergence.

1
(¢) En utilisant un théoréme du cours que l’on précisera, exprimer Z — en fonction de I.
neN*n
2. Onnote S = {(6,t) € |0; [ x R: 0 <t < h(f)} ol h est la fonction définie par

h(6) = tan6 - ]l]0 [(0) + tan (% - g) : 1[%;% [(9)

s
6

Remarque : sur |0; 5 [, h(f) = min { tan 6; tan (% - %) }
(a) Donner une représentation graphique de S.
(b) Soit I'application ¢ définie sur |0; [ x R*. par
©(0,t) = (sinf + tcosd,sinf — t cos ).
Montrer que ¢ réalise un ¢!-difféomorphisme de S sur T.
Pour cela, on pourra utiliser les étapes suivantes :
i. Montrer que ¢ est injective;
ii. Montrer que ¢(S) C T
(Indication : on pourra utiliser, aprés I’avoir démontrée, la relation tan (% — g) = 1;;“&9) ;
i. Soit (z,y) € T. Calculer (6,t) € ]0; %[ x R% tel que p(0,t) = (x,y) puis montrer que (0,t) € S;

iv. Conclure.

=

i

. 71_2
(c) Au moyen du changement de variable (z,y) = ¢(6,t), montrer que I = T5.
P 1
3. En déduire la valeur de Z ok
neN*

Réponse.
1. (a) La fonction (z,y) — 171%
théoreme de Fubini-Tonelli :

1 1 " In(1 - 2?) —
d\(z,y / / d\(y d)\:r:—/ ——=d\(z) e R,
/T 1 —ay (.9) S0 [ 0] 1 — 2y (@) =) 10:1] x (=) € Ry

In(1—2?)

est continue, donc mesurable, et positive sur 7. On peut appliquer le

La fonction x +— h(z) = est continue sur ]0; 1[ prolongeable par continuité en 0 en posant

h(0) = 0 et lim (x — 1)2h(x) = 0 donc d’apres le critére de Riemann, la fonction h est intégrable
r—1—

sur [0;1] d’ou I € R,

x2n

(b) Le rayon de convergence est R = 1 et pour |z| < 1ona:In(l —2?) = — Z
neN*
(c¢) On peut appliquer le théoréme de Beppo-Levi (convergence croissante) :

hl(l _ $2) / x2n—1 / 332”_1 1 1
I:—/ ——2dA\(x) = dA\(x) = d\(z) = = —.
- (x) o > ——dA(2) > ol 7 (x) = 3 > 3

neN* neN*

2. (a) Tracé :

[
1
2
o 50



(b) i Soient (61,t1) et (6a,t2) dans |0; Z[ x R Si ¢(61,t1) = ¢(6a, t2) alors
sinf; =sinfy; et tcosf; = cosbs.

Comme le sinus est injectif sur ]0; 5 [, on a nécessairement 6; = f#5 et comme le cosinus ne
s’annule pas sur ]0; 5 [, t, = to d’ou 'injectivité de ¢ sur ]O; %[ x RY.
ii. Soit (6,t) € Set (x,y) = 0,t). Ona 0 < < T et 0 <t < tanf donc

0<x=sinf —tcosh <y =-sinfh + tcosh.

D’autre part,

Pt (77 0) cosg—sing (cosg—smg) 1—sinf
T —5) = T 8 26 26

4 2 cos§ +sing  cos?§ —sin® 5 cosf

donc y = sinf + tcosf < 1 ce qui prouve que (z,y) € T.
iii. Pour (x,y) €T, % €]0; 1] donc on peut poser

. Tty ™ T —y T —y ]
0 = arcsin 6}0'7{ et = = > 0.
2cost 2\/1—sin29 VA= (z+y)?

_ 4y o 1—sin@ l1—sinf—tcosf __ 1l—y
De plus, t = 2cos0 < Scosl — = tan@ et tan( t= o —t= "0 = =5 >0

cos 6
donc 0 < t < h(t). Ce qui prouve que (0,t) € S et donc que ¢ est une bijection de S sur T.

iv. L’application ¢ est continue et méme de classe €>° sur S, de bijection réciproque donnée par

x—i—y' r—vy )

1 B ( .
x,y) = ( arcsin ;
¢ (2,y) 5 Fa T

—1

Cette réciproque ¢~ est continue sur 7. De plus le jacobien de ¢ est non nul sur S :

cos) —tsinf  cosf
cosf +tsind —cosb

‘ = —2cos? 6 # 0.

Donc ¢ est un difféomorphisme entre les ouverts .S et T'.

(c¢) D’apres la formule de changement de variable et le théoréme de Fubini-Tonelli

1 2cos? 0
I = dA = dX2(0,t) =
/Tl—xy 2(,y) /Sl—sin29+t2cos29 2(0.1) /};’2'[

0l
T 2 2 7.(.2 71_2 7T2 7_(_2

= 260 dA(6) +/ o)) -+ - L s
/];g[ =, [<2 ) 36 8 12 72 12
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1
3. D’apres les question 1c¢) et 2¢), on a Z — =2[= 5
neN*



