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Notations. On désigne par A la mesure de Lebesgue sur R et Ay la mesure de Lebesgue sur R2.

EXERCICE 1. Soient (E,&) et (F,.#) deux espaces mesurables et f : (E,&) — (F,.%) une application
mesurable. On munit (E, &) d’une mesure p. Pour tout B € .Z on pose v(B) = u(f~'(B)).

1. Montrer que si une application g : (F,.%#) — R est mesurable, alors go f : (E,&) — R est mesurable.
. Montrer que v est bien définie (c’est & dire que la formule définissant v a bien un sens).

2
3. Montrer que v est une mesure sur (F,.7).
4

. Montrer quepourtoutBEﬁona:/ILBOfdu:/ 1pdv.
E F

REPONSE.
1. Pour tout réel ¢, on a: (go f) " (]—o0;t]) = f~' (g7 (]—o00;])). Si g est mesurable, alors g~ (] —o0; 1]) € F
et puisque f est mesurable, f_l(g_l(] — 00; t])) €é&.
Par conséquent (go f)~1(] — oo;t]) € &, ce qui prouve la mesurabilité de g o f.
Remarque : on peut remplacer les intervalles | — oo;t] par des boréliens quelconques, ou les éléments de
tout autre systéme générateur de la tribu des boréliens de R.

2. Comme f est mesurable, si B € .# alors f~!(B) € &. Donc v(B) = u(f~*(B)) a bien un sens.

3. Comme g — en tant que mesure — prend ses valeurs dans R, il en est de méme pour v. En outre,
v(@) = p(f1 (@) = p(@) = 0. Soit (B,)nen une suite de parties appartenant a %, deux & deux
disjointes. Alors, on déduit de la o-additivité de u et des propriétés ensemblistes élémentaires que :

v <|_| Bn> =p (f‘l <|_| B)) =p <|_| f‘l(Bn)> = w71 (Ba) =D v(Bn).

neN neN neN neN neN

Par conséquent v est o-additive. C’est donc une mesure sur (F,.%).
4. Soit B € #. Alors :

/E]lBofdu:/E]lffl(B)du:,u(ffl(B)):V(B):/F]ley.

EXERCICE 2. Montrer, en énoncant les théoremes du cours utilisés et en justifiant vos calculs que pour tous
réels strictement positifs o et 8 on a

_ +oo
re " 1
——d\z) = g — < Ho00.
/]o;m[ 1 e b Z (a+ pn)?

REPONSE.  En premier lieu, puisque 8 > 0, 0 < e 5% < 1 pour tout x > 0. Ainsi, la fonction f : z 1*_2%
est continue donc Riemann-intégrable sur tout segment [a; b] de |0; +00[. En outre, la fonction f est positive sur
]0; +o0l.
_ . re " 1 . o N
Au voisinage de 0 : lim —————— = —. La fonction f est donc prolongeable par continuité en 0 donc intégrable
z—0+ 1 — e Pz 15}
sur tout intervalle de la forme ]0; a].

re “*

Au voisinage de 400 : ————— ~ ze " = (me_‘”ﬂ) e"%/2 et puisque a > 0 lim ze **/? = (. Par
1— e Pz z—+00
conséquent, sur tout intervalle de la forme [a;4oo[ la fonction f est dominée par z — K, e **/2 qui est

intégrable (K, étant une constante dépendant de a).
Ainsi f est intégrable sur |0; +o00[, autrement dit :

(Ee—(XI
0< / ——— d\(z) < +o0.
000 1 — o= f

D’autre part, comme 0 < e~ 5% < 1 pour tout & > 0, on obtient le développement en série pour x > 0 :

[e%))

re = e o Z e~ BT _ Z xef(a+nﬁ)x.
— —px
1 ¢ neN neN



Au moyen d’une intégration par parties il vient :

“+o0
/ Ief(aJrnﬁ)m d)\(x) _ |: x e(a+n5)z:| 1 e*(oz+nﬁ)z d)\(l’)
10;+00[ a+nfp 0 a+n Jjotoof
1 oo

— I:_ - e—(a-i—nﬂ);c:|

(a+np) 0
- 1
"~ (a+np)?

On conclut au moyen corollaire du théoréeme de Beppo Levi appliqué aux séries de fonctions positives :

Soit (X, 2", ) un espace mesuré et (u,)nen une suite de fonctions mesurables définies p-presque
partout sur X et & valeurs dans R} (ou Ry). Alors > _ u, est mesurable a valeurs dans R et :

neN
/ Zundu: Z/ Uy, dp.
X neN nen’X
Ici: (X, 2, 1) = (Ry, BRL),N), up : z— xe (@787 ce qui donne :
re R 1
——d\(z) = —.
/10#00[ 1— e Bz ;::O (a+ Bn)?
EXERCICE 3. Soit (fn)nen+ la suite de fonctions définies sur R par : f,(z) = m sin (%)

1. Vérifier que (f,)nen= converge simplement vers une fonction f que 'on précisera.

2. Montrer que pour tout n € N* la fonction f, est intégrable sur ]0;+oo| par rapport & la mesure de
Lebesgue .
3. En déduire la limite lirJrrl frn(x) dA(z) en utilisant un théoréme du cours dont on rappellera 1’énoncé,
n——+0o0 R*
x

et pour lequel on vérifiera que les hypothéses sont bien satisfaites.

REPONSE.

1
1. Pour tout = > 0, ngrfoo g sin (%) =1 donc ngr—ir-loo fo(z) = CENG = f(x).

2. Pour tout n € N* et tout > 0 on a :
1

TN

‘gsin (%)) <1 donc |[fyu(z)]<

Or f:zw est intégrable (positive) sur R : elle est continue sur R donc intégrable sur tout

1
(z+1)ve
intervalle [a;b] de R ; au voisinage de 0 (& droite), g est équivalente a x — 27% qui est intégrable sur
10; 1], et au voisinage de 400, g est équivalente & x — 7% qui est intégrable sur [1;4+00[. On en déduit
I'intégrabilité de f,, sur R% pour tout n € N*.
3. On applique le théoréme de convergence dominée :
Soit (X, 2", 1) un espace mesuré et (f,,)nen une suite de fonctions mesurables définies p-presque
partout sur X et a valeurs dans R, qui converge simplement (u-presque partout) vers une fonction
f mesurable. On suppose qu’il existe une fonction intégrable g : X — R telle que pour tout
n € N et p-presque tout = € X |f,(x)] < g(z).
Alors pour tout n € N f,, est intégrable, f est intégrable, et on a les égalités :

lim fnd,u:/fdp et lim/|fn—f|du:0.

n— oo

On applique ce théoreme pour (X, 2", u) = (Ry, Z(R),\) avec les fonctions f,, de I'énoncé, et f = g :
1

@+ vz

T —

lim fnmd)\xz/
Jdm [ p@ow = [

On effectue le changement de variable ¢ = \/x. Il vient :

lim [ fa(2)dA(z) = / 2

+oo

dA(t) = 2[Arctan t}o = .



EXERCICE 4.  On consideére les fonctions f et g définies sur [0;1] x [0;1] ~ {(0,0)} & valeurs dans R par :

‘T*y2

x2+y2'

2?2 — 2
(22 + y2)?

flz,y) = g(x,y) =

Etudier I'intégrabilité de chacune de ces fonctions sur [0;1] x [0; 1] par rapport & la mesure de Lebesgue Az, et
en cas d’'intégrabilité, calculer les intégrales (on pourra utiliser les coordonnées polaires).

REPONSE.  Les deux fonctions sont Ag-mesurables car continues sur [0; 1] x [0; 1] ~ {(0,0)} (et méme intégrable
sur tout compact). On découpe [0;1] x [0;1] ~ {(0,0)} en deux triangles :

L={(z,y) € [0;1] x [0;1] ~{(0,0)} :y <2} et U={(z,y) € [0;1] x [0;1] ~ {(0,0)} : y > x}

et on effectue le changement de variables en coordonnées polaires : H : (r,6) — (z,y) = (rcosf,rsinf). On a

HYL) = {(r,@) €]0; 1] x [O; Z] 10 <cosf < %} et H1(U) = {(r,@) €]0; 1] X}%’g} 10 <sinf < %}
“ cosf —rsind

Jac(,p) 2(H) = sinf  rcosf

-

1. Pour f : on calcule lintégrale de |f| en utilisant les rdles symétriques des variables x et y, et apreés
changement de variables en coordonnées polaires, en appliquant le théoreme de Fubini-Tonelli. Cela donne :

2 .2 _ T w57 cos2 0 — sin? 0
/ udxdyzz/udxdy,# / cos"f—sin"0 ) 46 = oo
0:1]x[0;1) (2% +y?)? L (2% +y?)? 0 0 r

cos 9
s

car la fonction 6 +— / - dr est est constante égale a +oo sur [0; 7].
Ainsi f n’est pas 1ntegrable sur [0;1] x [0;1].

2. Pour g : sur [0;1] x [0;1], on a |z — y?| < z +y? < z + y. On utilise & nouveau la symétrie (de la
fonction (z,y) — 15152

de Fubini-Tonelli :

x 1 ™
/ lg(x, y)|dxdy<2/ +y 5 do dy—2/ / 6ECOS(‘)—I—sinﬂ)dr d9:2/4(1+tan9)d9§7r
[051]x [051] 2% 4y o \Jo 0

Ainsi g est intégrable sur [0;1] x [0; 1].
On peut alors appliquer le changement de variable et le théoreme de Fubini & g :

/ g(w,y)dfcdy=/g(x,y)dfﬂdy+/ g(z,y) drdy
(0;1]x[0;1] T U

z/ .1 1
/4</ e(cosﬁ—rsiHQ 0)dr>d0—|—/2</ %cos@—rsinQG)dr>d9
0 = \Jo

4

) le changement de variables en coordonnées polaires, et on applique le théoréme

Bl

T T 3 cosf T
=1 /tan 9d9+/§ sianeig
:g [tan@ 9}1 [ln(sin9)}7

T 1
—Z—§+§1n2.

EXERCICE 5. Pour ¢t € R, on consideére la fonction f : R — C définie par f(t) = / L eite dA(z).

On rappelle le résultat suivant du cours : / e du = Nz
R

1. Montrer que f est bien définie et continue sur R.
2. Calculer f(0) (on pourra effectuer un changement de variable).

3. Montrer que f est dérivable, calculer la dérivée f’ et au moyen d’une intégration par parties, montrer que
f satisfait I’équation différentielle linéaire

Ve R  2(t+ i) f(t) + f(t) =



4. On pose g(t) = (f (t))Q. Montrer que g satisfait 'équation différentielle
VteR  (t+1i)g'(t)+g(t) =0.

5. En déduire une expression de g puis de f (utiliser la question 2).

REPONSE. Dans la suite, on note
—XT
h(z,t) = % eit® = h,(z).

1. Pour tout ¢t € R, la fonction hy : x — % e est continue sur R’ donc mesurable et méme intégrable sur
tout intervalle [a;b] de R*.

Sur ]0; 1]
e”? | e™” 1
h — ‘ ite| __ < 773
m(e) = | Szt = S <a
et 2 — x~ 7 est intégrable sur ]0; 1].
Sur [1; 4o00],

— § e T

e * .
e ()| = ]%em

et x — e % est intégrable sur [1;+oo[. Ainsi pour tout ¢ € R, la fonction h; est intégrable sur R¥ . Donc
f est bien définie.

Posons ¢ (z) = %1]0;1] () + e "1j1;400) (). On a |hy| < g1 sur RY.. Donc d’apres le théoreme de continuité
des intégrales a parametre, la fonction f est continue sur R.
2. On pose t = y/z. Il vient :

£(0) ) = /R 20~ dA(t) = V7.

RY 1
3. Calculons la dérivée partielle de (x,t) — h(z,t) par rapport & ¢ :
oh

ot

(z,t) = ivze Tell®,
Notons go(z) = ’%(x, t)‘ = ze™® = (e /%) e7®/2 La fonction g, est continue sur [0; +oo[ et comme

lim /ze */2 = 0, il existe une contante K > 0 telle que pour tout = € [0; 400, go(x) < K e %/2,

Tr—r+00
Comme x — e~ /% est intégrable sur [0;4o00[, on en déduit du théoréme de dérivation des intégrales a
parametre que la fonction f est contintiment dérivable sur R, de dérivée

f/(t) = /]O @(.’E,t) d)\(l‘) = i/]OA_ [\/Ee(it—l)w d/\(iL‘)

++oo] O
_ i[ ﬁ e(it—l)a;:| tee . i / Lez(it—l) (@)
it—1 0 it =1 Jjo, 400 2VT
i
S ——C
2(it — 1) J(t)
Ainsi, f satisfait I’équation différentielle linéaire

VeeR  2(t+ i)f(¢)+ f(t) =0.

z/2

4. On pose g(t) = (f(t))2 Alors pour tout t € R, ¢'(t) = 2f(t) f'(t) donc g satisfait ’équation différentielle

VEER  (t+ i)g(8) +g(t) = 2t + ) f () /(1) + (f(1))* =0.

On reconnait la dérivée d’un produit dans le membre de gauche, autrement dit :
d
VeR [(t + i)g(t)} =0.

On en déduit qu’il existe une constante k € C telle que

VLER  g(t) = (f(t)° = tiii - k(lljt;t)

Comme f(0) = /7, on obtient :
43
V14 it

oti la racine carrée d’un nombre complexe z = rel® € C \ R_, avec r > 0 et —7 < 6 < 7 est définie par
_ .t Li0/2
Vz=rzell2,

2 (1
fi) = (1 j_ t2>4 ez Aretant oy encore f(t) =



