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EXERCICE 1.

1. Soient z et y des réels. Montrer que la famille (min(p, ¢)zPy?) ( est sommable si et seule-

p,q) EN* xN*
ment si |z] <1 et |y| <1 et que dans ce cas

: P, Yy
2 min ) = s Sy

(Indication : on pourra penser a partitionner N* x N* en fonction des positions relatives de p et q).

2. En déduire un développement en série entiere de la fonction f : ¢ — Wﬁl—ﬂ) en 0 en précisant rayon de
convergence.

Réponse.

1. Commengons par le cas positif (x > 0 et y > 0) en se plagant dans R . On partitionne N* x N* en
{(p,q) e N* xN*":p<q}U{(p,q) e N* x N*: g <p}U{(p,q) € N* x N*: p = q}. De la propriété
de sommation par paquets, on tire :

Z min{p, ¢}2Py? = Z qaPyd + Z paPy? + prpyp

p,q>1 p>q>1 q>p>1 p>1
= (alay)?>oam) + Z (p(ey) Y- y™ )+ play)”
q>1 p>q q>p p>1

= (2 atw) () + (Zwy ) v)+ vty

On voit apparaitre la série géométrique » -nt" et sa dérivée ) -y« nt" "1 ot t prend les valeurs
x, y ou xy. Ces deux séries sont absolument convergentes (sommables) si et seulement si [¢| < 1,
de sommes respectives - et (= t) On en déduit que la famille (min(p, q)xpyq)( est
sommable si et seulement si |z| < 1 et |y| < 1 et que dans ce cas :

Z min(p, q)zPy? = (Z‘I(ffy)q) (1 + Z " + Z Y )

p,q>1 q>1 n>0

oy T Yoy Ty
- <1—xy>2(”1—x+1—y)* (=)l —a)(1—y)

2. En posant = y = t, la famille (min(p, q)tp+q)( est sommable si et seulement si [¢| < 1

p,q) EN* x N*

: ) p,q) EN* X N*
et 'expression de la question 1 donne :

2
(1—t2§(1 02 2 min{p,ght" =, me{p,n p} | t".

p,q>1 n>2 \p=1

Or en distinguant les cas n pair et n impair, on a :

me{ ) 21+2+4--+k) —k=k>=12 sin=2k keN
p2mp 21 +2+ - +k) =k(k+1) =21 sin=2k+1,keN

donc f a pour développement en série, avec rayon de convergence 1 :

B t? B 2n? — 1+ (-1)"
f(t) = 1210 —%:2 < t It < 1.




EXERCICE 2.

1. [Série de Riemann]. On se propose de retrouver la régle de convergence des séries de Riemann
avec les familles sommables.

Soit

(a)

(b)

()
(d)

« un réel positif.

Montrer que pour tout entier n € N*, il existe un unique couple (k,p) € N x N tel que :

n=204+p et 0<p<2F—-1.

Justifier I’égalité dans R : Z — Z Z
nGN* kEN p=0

— 1
En déduire la double inégalité dans R : 271 Z m < Z — < Z
ke 2 neN* "' keN

1
2k(a—1)

Conclure que la famille (na) est sommable si et seulementsi o > 1.

neN*

2. Soit x = (;);es une famille de réels.

(a)

Réponse.

1. (a)

Montrer que si x est sommable alors pour tout réel m > 0, 'ensemble I,, = {i € I : |z;| > m}
est un sous-ensemble fini de 1.
(Indication : on pourra raisonner par contraposée).

Dans le cas ou I = N autrement dit si z = (z,,)nen est une suite de réels, quelle condition nécessaire
sur la convergence (absolue) des séries peut-on déduire de 2.(a) ?

On suppose ici que = (z;);c; est une famille de réels positifs. Déduire de 2.(a) que :
i. si x est sommable alors pour tout réel a > 1 la famille (z%);cr est sommable;

ii. si x n’est pas sommable, alors quel que soit le réel a < 1 la famille (2$);c; n’est pas sommable

non plus. (Indication : on pourra raisonner par contraposée et utiliser 2.(c) i.).

On remarque que pour tout n € N*, il existe un unique entier k € N tel que 28 < n < 281 —1
(car R est archimédien). On pose alors p =n —2*. On a bien 0 < p < 2k —1 -2k =2k _ 1,
Aussi tout entier n € N* s’écrit de facon unique sous la forme n = 2% 4+ p avec 0 < p < 2F —
(l'unicité de p découle de 'unicité de k).

D’apres 1.(a), on a la partition suivante de N* :

= {2 +pi0<p<ot o}

keN
En utilisant la propriété de sommation par paquets pour la famille positive (%) N il vient :
neN*
2k _1
nen+ " kEN p=0
Pour0§p§2k—1<2kona:
11 1 1 - 1
20 9ka ~ o{ktDa © (2F 4 pja = 2ka
d’ou par croissance de la sommation :
2k _1 2k _1 ok
ZZ2ka QQZQka—ZZ ZZQka:Z%
keN p=0 keN keN p=0 keN p=0 keN
et donc
1 1

2a22;m oS Z §ZW'

EN* keN



(d) On reconnait a gauche et a droite de cette double inégalité la somme des termes de la suite
géométrique de raison 2<Tl_1>7 qui converge dans R si et seulement si 2(017_1) < 1, c’est a dire

a > 1. Il s’ensuit que (n%) est sommable si et seulement o > 1.

neN*
2. (a) Soit m > 0. Si x est sommable, alors

0<m xcard I, < Z || < Z|xz] < 400
i€y, icl
donc I, est un sous-ensemble fini de I.

(b) On retrouve le résultat suivant : dans le cas d’une suite de réel (z,,),en, la convergence absolue
de la série de terme général x,, implique que le terme général tend vers O.

(c) i. Si x est sommable, alors Iy = {i € I : x; > 1} est un sous-ensemble fini de I donc si

a > 1, en dehors d’un nombre fini de termes (les x; tels que i € I1), on a 2% < z;, ce qui

implique la sommabilité de (x$);er ;

ii. On raisonne par contraposée. Soit o €]0;1].
(0%

Montrons que si z = («§

*)ier est sommable, alors x = (x;);c; est sommable.

On applique le résultat de 2.(c) i. en remplagant z; par y; = x et a par § = é >1:si

@ = (x$);er est sommable c’est & dire (y;)ier est sommable, alors (yf )ier est sommable,

c’est a dire (z;);es est sommable.

EXERCICE 3.  Soit (X, .#) un espace mesurable.
1. Rappeler ce que signifie que .# est une tribu sur X.
2. Rappeler ce que signifie que
(a) m est une mesure sur .4 ;
(b) la mesure m est finie;
(c) la mesure m est o-finie.

3. Soient m7 et mo deux mesures o-finies sur .#. Soient a; et ao deux réels positifs. On définit
I’application m = a1 - my1 + as - ms sur .# par

VA e # m(A) =ay -mi(A) + az - ma(A).

(a) Montrer que m est une mesure sur ./ ;
(b) Montrer que si m; et mg sont des mesures finies, il en est de méme de m;

(c) On suppose que (ag,az2) # (0,0) et que m; et ma sont o-finies (mais pas finies) et on se donne
deux suites croissantes (Xx)ren (Yr)reny de A telles que

X = UTXk = UTYZ et V(k,0) € N> my(Xg) < +oo ma(Yy) < +oo.
keN LeN

Montrer que m est o-finie (mais pas finie).

(Indication : on pourra utiliser les ensembles Z,, = U (Xk NY,_i) pour n € N).
k=0
4. On considére deux mesures « et § sur .4 telles que a < [ (c’est a dire : pour tout A € A
a(A) < 5(A)). On se place dans RU {400} et on convient que pour tout a € R, (+00) —a = (400).
On suppose que « est une mesure finie. On définit 'application § = § — « sur .# par

VAet  5(A) = B(A) — alA).

(a) Montrer que ¢ est une mesure sur ./ ;
(b) Montrer que : (8 est finie) <= (9 est finie) et (/5 est o-finie) <= (0 est o-finie).

(¢) Peut-on supprimer I’hypothése « finie ?



Réponse.

1. .# est une tribu sur X signifie que
— ./ est un sous-ensemble de Z(X) (ensemble des parties de X);
— M contient X : X € A
— . est stable par passage au complémentaire : (A € #) = (X N A€ A);
— M est stable par union dénombrable : si (A;,),en est une suite d’éléments de .# alors

Unen An € 4 (on peut remplacer N par un ensemble dénombrable quelconque).

2. (a) Une mesure m sur .# est une application de .# dans R (donc positive) qui satisfait :

— m(2) =0;

— m est o-additive : si (Ay)nen est une suite dénombrable de parties deux a deux disjointes
de ., alors m( Lhen An) = > ,enMm(Ay) (on peut remplacer N par un ensemble dénom-
brable quelconque).

(b) m est une mesure finie si m(X) < +oco.

(¢) m est une mesure o-finie si m(X) = +oo et §'il existe une suite croissante (X, ),cn de parties
dans . telle que pour tout n € N, m(X,,) < 400 et X =, ey Xn-
(La croissance de la suite n’est pas nécessaire, mais facilite la compréhension de la notion ; on
peut toujours s’y ramener).

3. (a) Tout d’abord, on remarque que m est bien & valeurs dans R . De plus, m1 (@) = ma(@) = 0
donc m(9) = a1 - m1(D) + ag - m2(F) = 0. Si (4;)ier est une famille dénombrable de parties
deux a deux disjointes de .#, alors :

mi (] A) =Y mi(4), mo([]A) =D ma(ay)
iel iel iel iel
donc par linéarité de la somme (avec coefficients positifs)
m( |_| Ai) =aj - m1< I_l Ai) +as - mz( |_| Ai) = Z (al -m1(Ai) +as - mg(Ai)) = Zm(A’)
iel iel icl icl icl

Ainsi m est une mesure sur ..
(b) Simy(X) < 400 et ma(X) < 400 alors m(X) = a1 - mi(X) + az - ma(X) < +00.
(¢) Remarquons tout d’abord que si m1(X) = 400 et ma(X) = 400 alors comme (ay;as2) # (0;0)

m(X) =ar-mi(X) + az - ma(X) = +oo

donc m n’est pas finie. Montrons qu’en revanche m est o-finie. Considérons les suites croissantes
(Xk)ken et (Yr)een de énoncé. Pour tout n € N, on pose Z, = Uj—o(Xi N Y,—k). Alors :

n n
Zpy C U X, =X, donc my(Z,) < m1< U Xk) =my(X,) < +o0

k=0 k=0
et
n n
Z,, C U Y, =Y, donc my(Z,) < mg( U n) =ma(Y,) < 40
=0 =0
donc

m(Zn) = a1 - mi(Zy,) + az - ma(Zy) < 400

En outre, (Z,)nen est croissante puisque pour 0 < k < n,on a Xy NY, r C Xx N Y1 k.
Enfin

Uz.=U O(Xkﬂyn—k)z U &xnYew)= U XenYy

neN neN k=0 0<k<n (k,£)eENXN
- (U )0 (U
keN keN
=X

Donc m est o-finie.



4.

(a) Tout d’abord, on remarque que § est bien définie et & valeurs dans R :

— soit 0 < a(A) < B(A) < +o0 auquel cas 0 < §(A) < o0

— soit 0 < a(A) < B(A) = +o0o et alors §(A) = +oo (convention usuelle : (+00) —a = 400
pour a fini).

De plus a(@) = (@) = 0 donc §(@) = (D) —a(@) = 0. Si (A;)er est une famille dénombrable

de parties deux a deux disjointes de ., alors :

o 4) =D a(a)

el el
ﬁ( |_| Ai) = Z,B(Az) = Z (5(Ai) + Oz(Ai)) = 25(/11) + ZO{(Ai) = Z d(A;) + a( |_| Ai)
el el el el el el el

Comme « est finie, on a bien

S(L4) =3(L14) ~o(4)

icl icl icl
Ainsi § est une mesure sur . .
Dire que f est finie signifie que S(X) < 400 ce qui équivaut a dire que 6(X) + a(X) < +o0
donc puisque a(X) < +oo, que §(X) < +o0, autrement dit que J est finie.
La mesure [ est o-finie si et seulement si il existe une suite croissante (X,,),en de A telle

que X = U,en Xn et telle que, pour tout n € N, 5(X,,) = 6(X,,) + a(X,,) < +oo. Comme
a(X,) < a(X) < 400, cela équivaut & dire que §(X,,) < 400, autrement dit que 0 est o-finie.

Si a n’est pas finie, on ne peut méme pas définir § car on ne peut pas donner de sens général
a la forme indéterminée (4-00) — (400).



